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ТОЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ И ОЦЕНКИ ВЕЛИЧИНЫ ВЗАИМНОГО  
УКЛОНЕНИЯ ПОДПРОСТРАНСТВ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ  
ЭРМИТОВЫХ СПЛАЙНОВ НА КЛАССАХ  
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 
 
В работе получено точное значение величины взаимного уклонения пары подпространств 
интерполяционных эрмитовых сплайнов одного порядка на единичном шаре нормированно-
го пространства дифференцируемых функций, а также оценка сверху для подпространств 
сплайнов разных порядков. 
 
В роботі отримано точне значення величини взаємного відхилення пари підпросторів ін-
терполяційних ермітових сплайнів одного порядку на одиничній кулі нормованого простору 
диференційовних функцій, а також оцінка зверху для підпросторів сплайнів різних порядків. 
 
We obtained exact value of the mutual deviation of a pair of subspaces of interpolatory 
Hermitian splines of the same order on a unit ball of the normed space of differentiable functions.  
For the case of subspaces of splines of different orders, we obtained an upper bound, which is exact 
in certain cases. 
 
Пусть qC , q=0,1,2, . . . , ( 0C =C ) – линейное нормированное пространство 
функций f, имеющих на промежутке [0,1] q непрерывных производных с нор-
мой  








,        0f = f . 
Пусть еще n ={0= 0x < 1x < . . . < nx =1}, n1, – произвольное разбиение 
промежутка [0,1], ih = 1 ii xx , n = max { ih :  ni ,1 }, а n  – разбиение с равно-
отстоящими узлами. 
Ниже используются такие обозначения для f  qC :     
                        kjf =
 kf ( jx ), nj ,0 ,  qk ,0 . 
Каждой функции f  qC  поставим в соответствие интерполяционный эр-
митовый сплайн порядка  2m+1, m =0, 1, 2, . . . ,  (см., напр., [1]): 









1 m,kH ( ih ; 1 ixx )+  
k1  kif m,kH ( ih ; xxi  ),            (1) 
x [ 1ix , ix ],    ni ,1 ,    q,m r ,  r0, 1, 2, . . . ,  и 















! skt  .                              (2) 
Подпространство таких сплайнов, при фиксированных m, r  и  n , обозначим 
через m,rS ( n ). Нетрудно проверить, что 
                          )( jm,kH (h; 0)  j,k ,   
)( j
m,kH (h; h) 0,   mj ,0 ,                              (3) 
 ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 33  ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 
и 
                                    m,H0 (h; t) + m,H0  (h; h – t) 1.                                           (4) 
В работах [2]-[3] были получены точные и асимптотически точные оценки 
величины 
   r [ 11 m,rS ( n ), 22 m,rS ( n )]  
sup
rf 1
),;(),;( 2211 xfsxfs nm,rnm,r           (5) 
для  r0, 1 и 1r  2r 0, 1. 
Заметим, что величина (5) представляет собой аналог раствора подпро-
странств гильбертова пространства (см., напр., [4]). 
Здесь мы продолжаем исследование величины (5), но уже для произволь-
ных значений r. А именно, в данной работе получены точные значения величи-
ны )](),([ 1 nm,rnm,rr SS    и оценка сверху для )](),([ 1 nm,rnm,rr SS    при 
произвольных r и m.  
Теорема 1. Для произвольных r1 и m r  имеет место следующее равен-
ство 
r [ m,rS ( n ), m,rS 1 ( n )]
r
nm,r  , 
где  













В частности,  










m , . . . , 


























Доказательство. Для произвольного х[0,1] определим i из условия 
1ix ixx   и положим 1 ixxt . Тогда из (1) и (2) для х[ 1ix , ix ] имеем 
m,rs ( xf n ,; ) – m,rs 1 ( xf n ,; ) 
 r
if 1 m,rH ( ih ; t) +  
r1  rif m,rH ( ih ; thi  ). 
Откуда, с учетом (5), получаем 






( m,rH ( ih ; t) + m,rH ( ih ; thi  )). 
В силу леммы (1) из [5] 






















 ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 34  ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 
Поскольку график функции );( thim,r  симметричен относительно 2
iht   и 
функция );( thH im,r  является алгебраическим многочленом степени 2m+1, 
функция );( thim,r  представляет собой алгебраический многочлен степени 2m. 
Кроме того, функция );( thim,r  и ее производные на концах промежутка [0, ih ]  
принимают такие значения: 
                          )(km,r ( ih ; 0)  
)(k
m,r ( ih ; ih )0,   mk 0 ,  rk  ,                       (6) 
и 
                                      )(rm,r ( ih ;0)    r1 )(rm,r ( ih ; ih )1.                                   (7) 
Следовательно, максимальное значение на промежутке [0, ih ] функция 
);( thim,r  принимает в точке 2
iht  . Действительно, если бы это было не так, 
то, с учетом равенств (6) и (7) и симметричности функции  );( thim,r , ненуле-
вой алгебраический многочлен );()12( thi
m
m,r
  первой степени должен был бы 
иметь не менее двух нулей. 
Таким образом,  














Покажем теперь, что для любого 0  существует функция f  такая, что 
)(rf 1 и  
),;( xfs nm,r   – ),;(1 xfs nm,r    > 
r
nm,r  – . 
Откуда и будет следовать утверждение теоремы 1. 
Для построения искомой функции f  рассмотрим функцию r , у которой 
r-я производная на промежутке [–1,1] определена равенствами 
 )()( trr 1, t[–1, 1r
rcos  ], 







kcos  ],  1,0  rk , 









1  ,   0,1 rj . 
Функция r (t) такова, что   
            )( jr (–1) 
)( j
r (1) 0, 0,1 rj ,   1)(
)( rr 1,   
rr
r )1((1)
)(  ,       (8) 
                                             r (t) 0, t(–1,1).                                                     (8 ) 
 ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 35  ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 
Пусть теперь натуральные числа s и l таковы, что nsh   и, для заданного 
0 ,  
l
r n  . Тогда функция f (х) 0, x[ 1sx , sx ], и 
























 ,  
х[ l/pxl/px nsns  )1( , 11   ], 10  l,p , 
является искомой. Действительно, с учетом того, что )( jr     jr2 , получаем 























 ,  r,j 0 . 
Поэтому,  

























r n1 < 1. 
Кроме того, в силу равенств (8-8 ),  
m,rs ( xf n ,; )  1
1 );( thsm,r ,   t 1 sxx ,   х[ 1sx , sx ],   
m,rs ( xf n ,; ) 0,   х[ 1sx , sx ],   
и 
m,rs 1 ( xf n ,; )0,    х[0,1]. 
Таким образом,  











nm,r   > (1– )
r
nm,r  . 
Это и завершает доказательство теоремы 1. 
Теорема 2. Для любых r 0 и m r  справедливо следующее соотношение: 

















,                      (9) 
где 

















1 .                   (10) 
В случае r 0 в соотношении (9) имеет место знак равенства, правая 








Доказательство. Заметим, что соотношение (9) при r 0 получено ранее 
в [2]. Используя равенства (1) и (4), получаем для х[ 1ix , ix ] и t 1 ixx : 
 ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 36  ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 
1m,rs ( xf n ,; ) – m,rs ( xf n ,; )  ( 1if if )( );(10 thH im,  );(0 thH im, ) + 














Из равенства (2)  следует, что алгебраический многочлен  
                                                                       thHthH im,kim,k  ; ;1                                                          (11) 
степени 2m+3 в точках t0 и t ih  имеет нули кратности m+1. Следовательно, 
этот многочлен имеет вид 
                                                  1 mkk tbta   1 mi th .                                             (12) 
Коэффициент ka  определяем, приравнивая коэффициенты при 
32 mt  у 














а коэффициент kb  определяем, приравнивая у тех же многочленов коэффици-












В результате получаем: 


















Используя функции mk, , mk  , определенные равенством (10), будем 
иметь 
   thHthH im,kim,k  ; ;1   mk, (u) kih ,      u
ih
t . 
Таким образом, для х[ 1ix , ix ],  t 1 ixx  и  u
ih
t  получаем 
1m,rs ( xf n ,; ) – m,rs ( xf n ,; )  ( 1if if ) m,0 (u) + 












1 11  . 
Заметим, что, если 1)( rf , то и 1(1) f . Следовательно, в силу леммы 
3 из [2], 































)(2 .        (13) 
 ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 37  ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ ̶ 
Оценим сверху m,k . Учитывая, что  
  11 1   mm uu 222
1
 m         















получаем, с учетом равенств (10), 







































Cm km  , 
то   
m,k m,1 ,    m,k 2 . 
Таким образом, из (13) получаем  














откуда и следует утверждение теоремы 2.  
Следствие. В случае равномерного разбиения, для любых r 0 и m r ,        
справедливо следующее соотношение: 




m,0  + m,1 ). 
В заключение отметим, что полученные результаты позволяют оценивать 
погрешность аппроксимации функции интерполяционными эрмитовыми 
сплайнами данного порядка, исходя из значения соответствующей погрешности 
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